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論 文 内 容 要 旨
本博士論文では、反応拡散方程式系における何らかの空間的なパターンを持つ解について
考える。
まず前半ではギーラー・マインハルト系における、ストライプパターンと呼ばれる空間的
な非一様性を持つ定常解の不安定性について考える。ギーラー・マインハルト系は活性因子、
抑制因子と呼ばれる化学物質が集中することで現れるパターン形成を記述するモデル方程式
であり、方程式に含まれるパラメータ等が適当な条件を満たすときチューリング不安定性を
引き起こすことが知られている。チューリング不安定性を引き起こすということは空間的に
非一様な解が存在することを示唆しており、そのような解について調べることが研究の主な
目的となるのだが、実はこの方程式では最大値をとる点の近傍の外では値が非常に小さいよ
うな解が現れやすく、それ以外のパターンを持つ解、例えば縞模様のようなパターンである
ストライプパターンを持つ解は現れにくいことが予想されている。これは、解がいくつか存
在したときに実際にはどの解が選ばれるのか、というパターン選択問題の観点からすると非
常に興味深い。そこでこの予想が正しいことを数学的に保証するため、2次元の長方形領域に
おけるあるストライプパターンを持つ定常解について考え、2つの拡散係数が適当な条件を満
たすとき不安定であることを示した。この結果を得るために、ストライプパターンを持つ定
常解に関する線型化固有値問題を考える。すると、活性因子の拡散係数が小さくなるととも
にストライプパターンの不安定固有値の個数が増加するため、ストライプパターンは非常に
不安定な定常解であることが分かる。証明では SLEP法という手法を用いた。固有値問題は
本質的にパルス型の関数を含んでいるが、これまでそのような関数を含む系に対して SLEP
法が適用されたことはなかったので、この論文は初めてパルス型の関数を含んだ系に対して
SLEP法が適用された例になっている。
2.1節では固有値問題に対してどのように SLEP法が適用されるのかその概略を述べた。固
有値問題は二つの関数と固有値を含んでいるため、片方の方程式を一つの関数について解き
未知関数を一つ減らした。このとき方程式に含まれる作用素の性質を調べる必要があり、特
に重要となるのは活性因子の拡散係数が 0に収束するとき、その作用素の振る舞いを特定す
ることである。前述のようにパルス型の関数に対して SLEP法が適用されたことはなく、こ
れまではフロント型の関数が用いられていた。
その場合、関数がパターンを持っているところから離れた部分、いわゆる外部部分の情報
が重要であった。しかし我々の場合は、関数がパターンを持っているところ、すなわち内部
部分の情報によって作用素の振る舞いが決定されることが分かった。この点において、我々
の結果は数学的に新しいと言える。この事実は 2.2節で証明される。証明においてはパルス
解の詳しい情報が必要であるが、既存の結果では必要な情報を持つ解の存在は示されていな
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かった。そのため 2.3節でパルス解の存在証明を行い、得られた解が我々が必要とする性質
を持つことを示した。
後半では共同研究者である三村昌泰氏によって提唱されたモデル方程式について考える。
近年微小重力環境における燃焼の伝播が地上のそれとは異なり、燃焼過程で指状のようなパ
ターンが現れることが実験によって示された。微小重力環境下では対流の効果が小さく地上
と比べ酸素が供給されにくいためこのような現象が起こると考えられており、別の実験によっ
て微小重力環境下でなくとも酸素の供給速度が小さければ同様の現象が起こることが確認さ
れている。この現象を理論的に調べるため、三村昌泰氏は熱の温度、紙の密度、酸素と窒素
の混合気体における酸素濃度を未知関数に持つような三変数の反応拡散方程式系を提唱した。
このモデル方程式においては方程式に含まれる酸素の供給速度を表すパラメータが非常に重
要な役割を果たすはずである。それは実験の結果から予想できるが、共同研究者である三村
氏の行った数値シミュレーションからも理解できる。一定速度一定濃度で一様に酸素を供給
しかつ一様に着火するという状況でパラメータの値を変え数値シミュレーションを行うと、
パラメータの値が大きいときには燃焼界面に摂動を加えても時間が十分に経過すれば再び燃
焼界面は一様になる。一方徐々にパラメータの値を小さくしていくと、燃焼界面の不安定化
が起こり燃焼界面は波状になる。さらにパラメータの値を小さくしていくと指状のようなパ
ターンが現れることが示されている。以下これを単に指状パターンと呼ぶ。これらは数値シ
ミュレーションを用いた結果であるので、数学的にも正しいことを示したい。本論文では、基
本的な問いである、方程式における解の存在や一意性、時間大域的な挙動を調べた。さらに
パラメータが大きい場合を扱い、一様な燃焼界面を表すような解の存在と安定性を考えた。
3章ではまず方程式における解の存在と一意性を考えた。これらは通常の半群の理論を用
いることで容易に示される。次に解の時間大域的挙動を調べた。これによると熱の温度を表
す関数は必ず 0に、酸素の濃度を表す関数は、供給されている酸素濃度を表す値に収束し、
さらに紙の密度を表す関数は正の値を持つある関数に収束することが分かった。これは時間
が十分経てば系の温度が室温と同じになり、もはや燃焼は起こらないことを意味する。した
がって紙も酸素も消費されないので前述のような結果が得られ、合理的な結果である。
次にパラメータが十分大きいときに進行波解が存在し、かつ安定であることを示したい。
一様な燃焼界面が現れるということは、数学的には安定な進行波解が存在することを示せば
良い。しかし一般に未知関数が二つ以上の方程式系における進行波解の存在を示すことは難
しい。そこで、ある技術的な仮定をおくことで進行波解の存在を示した。
4.1節では三変数の方程式系を二変数の方程式系に縮約できることを示した。パラメータが
大きい場合を考えたいので、形式的にこのパラメータを無限大とすると、三変数系の方程式
の解は二変数系の方程式の解に近づくことが分かる。これによって、パラメータが大きいと
き三変数系の進行波解は二変数系の進行波解に近いことが期待できる。実は数値シミュレー
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ション結果からこの二変数の方程式系は安定な進行波解を持つことが期待できる。4.2節と
4.3節ではこの二変数系の方程式における進行波解の存在と安定性を仮定した上で三変数系の
進行波解の存在と安定性を示した。証明ではある重み付き関数空間を考え、陰関数定理を適
用した。
さて 4.2節と 4.3節では二変数系の進行波解の存在と安定性を仮定したが、実はいくつか技
術的な仮定をすればこれらを実際に保証できる。4.4節では幾何学的特異摂動論を用いて二変
数系における進行波解の存在を示した。あるパラメータが小さいことを仮定して摂動論を適
用し、内部解と呼ばれるものと外部解と呼ばれるものを、Exchange Lemmaを用いることで
つなぎ合わせ、解を構成する。4.5 節では 4.4節で構成した進行波解の安定性を調べるため、
進行波解に関する線型化固有値問題を考える。証明では Evans関数を導入することのによっ
て、固有値問題は 0固有値以外に非負の実部を持つ固有値を持たないことを示した。さらに
0 固有値の代数的多重度が 1であることも示した。
